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1 Espaces euclidiens

1.1

Soient n € N*, H = {(z,t) € R*xR*, Y"1 2% < {2} ; soient (z,t), (', ') € H
montrer que

n n n
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1 i=1 i=1

1.2

a) Soient u, v et w trois vecteurs normés d'un espace préhilbertien (E, <,>).
Montrer que

Vi- <uw>2</l-<u,v >2 4 /1- <v,w >2.

b) Soient A et B deux matrices orthogonales de M, (R). Montrer que :

V=T (AB)P < v/ = Tr(A)F + Vo2 =~ tr(B)F

1.3

Soient E un espace vectoriel euclidien, (X1,..., X,) € E™ vérifiant :

Soit B une boule fermée de rayon R contenant les X; ; montrer que R > ‘J"T'l.

1.4

Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n, uy, .., un des vecteurs de
norme 1, tels que pour 1 <i < j < nonait || u; —u; ||=1.

a) Etablir que (u4,...,u,) est une base de E.
b) Soit (e, ..., en) lorthonormalisée de Schmidt de (uy, ..., un).
Montrer qu’il existe des nombres réels by, ..., bp—1,01, ..., 0, tels que, pour tout

jde [1,n], uj = (30, <, bie:) + aje;, et les calculer.




1.5

Soit n € N*. On se propose de trouver la valeur minimum 4 de lintégrale

+o00
I(a) = /0 e (1+a1+ - +a,2")2dz
lorsque @ = (q, .., yan) € R™.

a) Mont'rer que l'inf est atteint ; on pourra introduire le produit scalaire défini
sur R[X] par < P|Q >= f0+°° P)Q(t)e tdt.

11)) On 1’10te. @ un point ot 4 est atteint et P Je polynéme 1+ Y7 | a;(X +
)+ (X +1), caleuler P(k) pour k=1,...,n, déterminer P et en déduire p.

2  Kit de survie

1 : Considérer le trinéme

Ty)=(ty -t ~ (my —2))? = ... = (Zay — z)?

qui tend vers +oo0 et prend des valeurs négatives.

2 Projeter v sur le plan engendré par u et w

» Puis se placer en BON avec v = er.
Calculer. 1l y a sans doute mieux, lié 4 la g

¢ométrie hyperbolique.
3. Se ramener au cas ol la boule est centrée en 0.

4. a) Regarder la matrice de Gram.
b) Faire soigneusement les trois premiers calculs en réécrivant intelligemment

les coefficients, puis récurrence. On trouve a; = ,/ij'—il et b; = \/1“
2 2i(i+1)

3 Groupe orthogonal, projecteurs

3.1

Soient E un eve et z, une suite génératrice de E. Montrer 1’é
1) Il existe u € O(E) tel que, pour tout n, U(Tr) = Tpip;

2) 1l existe une suite réelle aj telle que, pour tout couple (n,k) € N2, <
Tntk, Tn >= Q.

quivalence entre

3.2

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel euclidien E. On note G le
groupe formé par les isométries qui sont une bijection de A sur A.

a) On suppose A bornée. Montrer que G ne contient pas de translation non
nulle, en déduire I'unicité d’un éventuel centre de symétrie de A.

Désormais F est de dimension trois.

b) Si A est un tétraédre régulier, montrer que G est isomorphe au groupe des
permutations de quatre éléments.

¢) Décrire G lorsque A est un cube. On pourra faire opérer les rotations de G
sur les grandes diagonales.

o




3.3

Soient u et v deux rotations # Id d’un eve E de dimension trois.
a) Montrer que u et v commutent dans I'un des deux cas suivants, et dans ces
cas seulement :

i) u et v ont méme axe.

ii) u et v sont deux retournement d’axes orthogonaux.
2) (**) On suppose que u commute avec le commutateur de (u,v) = uwvu™ v~
dans le groupe orthogonal, et que [ju — v|| < 1. Montrer que u et v commutent.
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